La résolution des systemes linéaires

1) Généralités

Définition

On appelle systéme linéaire de n équations a p inconnues X1, X, ..., X, € R tout systeme

A X1 +aip Xy + - +ay,x, =b; (L)
a1 X1 + an Xp + -+ a2,P xp = bz (Lz)

(S)
Ap1 X1+ Ao Xp + -+, %, = b, (Ly)

ol les coefficients a; j et les données b; (pour 1 <i<netl< j<p)sont des réels fixés.
Onnote Ly, Ly, ..., L, les lignes du systeme.

Définition |On dit que deux systemes sont équivalents s’ils ont le méme ensemble de solutions.

Définition |Les opérations élémentaires sur les lignes d'un systeme linéaire sont :
1) I'échange de deux lignes;
2) la multiplication d"une ligne par un réel non nul ;

3) l'addition d'un multiple d’une ligne a une autre ligne.

Proposition

Ces opérations élémentaires transforment tout systéme linéaire en un systeme équivalent.

2) Systémes échelonnés

Définition | Un systéme linéaire est dit échelonné lorsque le nombre de coefficients nuls en début
d’équation croit d’une ligne a la suivante.

On appelle alors pivot le premier coefficient non nul de chaque ligne non nulle.

Définition | Un systeme échelonné est dit normalisé si tous ses pivots valent a 1.

Définition |Le rang d'un systéme échelonné est le nombre de pivots.
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3) L'algorithme du pivot de Gauss-Jordan

Voici comment transformer tout systeme linéaire de n équations a p inconnues en un
systeme échelonné normalisé.

® On choisit une ligne dont le coefficient de x; est non nul (si possible égal a 1).
On la place en premiere position.

® On ajoute des multiples de cette ligne aux autres lignes afin d’éliminer la variable x;.
® On réapplique le procédé au systeme de n — 1 équations a p — 1 inconnues ainsi obtenu.

@ On répete cecijusqu’a 'apparition d'un systeme échelonné, que I’on normalise alors.

4) Résolution d'un systéme échelonné

Soit un systeme linéaire échelonné a p inconnues de rang r.

O Si ce systeme comporte une équation du type 0 = b,, avec b,, # 0, alors il ne posséde
pas de solution.

Sinon, on compare son rang r au nombre d’inconnues p.

® Sir = p, onrésout les équations depuis la fin, ce qui permet d’obtenir x,, puis x,_1, etc...,
jusqu’a x;. Le systeme posseéde ainsi une unique solution.

® Sir < p, on fait passer les termes en x,,1, . .., X, au second membre. On procéde comme
p
précédemment afin d’exprimer les inconnues principales x1, x5, ..., X, en fonction des
inconnues secondaires X,,1, .. ., X,. Le systeme possede alors une infinité de solutions.
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