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Exercice 1

Plagons le point B en bas a gauche pour raisonner facilement dans le repere (B, B_é, B_>)
A D
P H
B Q C

Dans ce repére, on a : B(0;0), C(1;0), D(1;1), A(0; 1), Q(1/3;0) et P(0;1/3).

Equation de la droite (PC)

— X — (1
Pour M(x; y) € &, 0on a PM(]/— 1/3) et PC (_1/3) donc
_— — X 1
det(PM,PC):O — ‘y—1/3 _1/3‘:0 — —x/3-y+1/3=0

Ainsi,

la droite (PC) a pour équation x+3y —1 =0. ‘

Equation de la droite (BH)

Elle admet PC pour vecteur normal, donc elle a une équation de la forme x — y/3 + c = 0.
De plus, elle passe par B(0; 0) donc ¢ = 0.

Ainsi,

la droite (BH) a pour équation 3x — y = 0.

Coordonnées de H

Le point H étant 'intersection de ces deux droites, ses coordonnées sont les solutions du systeme
formé par leurs équations. Or,

3x-y=0 — Yy =3x — x=1/10
x+3y—-1=0 x+9x=1 y=23/10

Ainsi, |le projeté orthogonal de B sur (PC) est H (% ; %)

Perpendicularité de (QH) et (HD)

On en déduit que (2_131(1/1%/_1(1)/2 9:/;07/30) et I—ﬁ(gﬁg) d’ot
Q_I—)I.I?):_1x2+ix7 M:O

30710 3010 300
—_— —
Ainsi QH L HD et donc ‘les droites (QH) et (HD) sont perpendiculaires.
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Exercice 2

1) Pour X(x,vy,z) et Y(a,b,c) e R% ona:

Xty =a xty =a x+y =a
AX=Y y+z=b y+z=b = y+z=>
X +z=c -y+z=c—-a 2z=b+c—a

x=a-y= a/2-b/2+¢/2
— {y=b-z= a/2+b/2-c/2
z=-a/2+b/2+c/2

1/2 -1/2 1/2
donc A est inversible et Al=11/2 1/2 -1)2
-1/2 1/2 1/2
x+2y+4z=a X +z="0
2) De méme, BX=Y < { «x +z=b -y+3z=c-b
x—y+4z=c 3y =a-c

x=b-z=-a/9+4b/3 —2c/9
= y= a/3 —-c/3
z=(y+c—=b)/3= a/9 —b/3+2c/9

-1/9 4/3 -=-2/9
donc B est inversible et B1=]|1/3 0 -1/3
19 -1/3 2/9

x+y+2z=a x+y+2z=a
3) Enfin, CX=Y = {-2x-2y-z=b = y+2z=c
y+2z=c 3z=b+2a
xX= a -c
& {y=c—-2z=-4a/3-2b/3+c
z= 2a/3 +b/3
1 0o -1
donc C est inversible et Cl=[-4/3 -2/3 1
2/3 1/3 0
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Exercice 3

1) (a) e Lafonction f:x+— In(x+1) - . ad

1 est dérivable sur [0; +oo [ en tant que composée

de fonctions usuelles et

1 x+1-x x+1-1 X

Vx>0 "(x) = - = = >
F® 1+x  (x+1) (x+1)2 (x+1)?

De ce fait, la fonction f est croissante sur [0; +co[. Or, f(0) =In(1) -0 = 0.

I s’ensuit que f(x) > 0 pour tout x > 0, soit

X
> — >
In(1 + x) 71 Pour toutx > 0

e De méme, la fonction g:x+— x—In(x + 1) est dérivable sur [0;+co[ et
1 x+1-1  x S
1+x 1+x  1+x

Par conséquent, la fonction g est croissante sur [0; +oo [.
De plus g(0) = 0 — In(1) = 0, donc g(x) > 0 soit

Yx=0 gx)=1-

‘ln(1+x) <x pourtoutx>0‘

e On déduit de ces deux inégalités que

X

>
Vx>0 x+1

<In(l+x) <x

1
(b) Soit k € N*. L'encadrement ci-dessus appliqué au réel x = — nous conduit a

k
1/k 1y 1
< —l< =
T+ 1/k 1“(1+k) k
soit L<1nk+—1<1
k+1 k |k
d’ot —1——<1(k+1)—1k<1
ou k+1\n n\k

2) (a) Soit n € IN*. Ecrivons l'encadrement ci-dessus pour k allant de 1 jusqu’a n et sommons
membres a membres les inégalités obtenues.

% < In2)-In(1) <1
1 1
i — < =
3 In(3) — In(2) 5
1 1
- In(n + 1) — In(n) "
o Membres de ¢auche : 1 + 1 + -0+ 1 _ Upye1 — 1
gauche: 573 1

o Membres du centre : In(2) =0+ In(3) = In(2) +--- +In(n + 1) — In(n) = In(n + 1)

1 1 1
o Membres de droite: =+ =+---+— =u,
1 2 n

Ainsi, ’addition des n inégalités obtenues nous mene a

VYnelN* un+1—1<1n(n+1)<un‘
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(b) On en déduit que 1,41 <1+ In(n + 1) pour toutn € IN*.
Comme u; =1 =1 +1In(1), on peut écrire que u, < 1 + In(n) pour tout n € IN*.

De ce fait, (VneN"  In(n+1)<u, <1+In(n)|

() Ona lim n+1=+oc0 d’ott lim In(n + 1) = +co par composition de limites.

n—+00 n—+00

On déduit du théoréme de minoration que | lim u;, = +oco.

n—+00

3) (a) Pourtoutn >1 Upsl — Oy = Upp1 —IN(n +2) —u, + In(n + 1)

=Upy1 — Uy +In(n+1) —In(n + 2)

1
_n+1+ln(n+1)—ln(n+2)

Or, In(n+2)—In(n+1) < L soit ! +1In(n + 1) —In(n + 2) > 0 (question 1.b).
n+1 n+1

En conséquence, ‘ La suite (v;,),,en- €st croissante. ‘

(b) D’apres la question 2.b, ona u, <1+ In(n) sibien que

(VneN" o0, <1+In(n)-In(n+1)|

(c) Par croissance de In, ona In(n) <In(n + 1) sibien que v, <1 pour toutn € IN*.
Ainsi, la suite (v,),cn- est majorée par 1.

Comme elle est en outre croissante, alors

La suite (v,),cn- €st convergente.

Probléme 1
Partie A

1) Les solutions del’équation différentielle homogene i’ = ay sont toutes les fonctions de la forme
fc:t+— Ce™ avec C € R. Pour une telle fonction, ona fc(0) =Ny < C = N,.

Ainsi fit— Npe®.

2) (a) Par définition duréel T, on a

f(T)=2Ny & Npe=2Np & eT=2 & aT =In2

si bien que T=—.

(b) Il en découle que a = ln?Z d’out

VE>0  f(f) =NgeT "2 =Nj2r

Partie B

’

8
g%

1) (a) Comme g est strictement positive et dérivable sur I, alors /1 'est aussi et i’ = —
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De ce fait g est solution de (E)

2
, _é)_ _ i
(:)g—ug(l M) =8 M

§ 8,8

¢ g M

r= —ah+ L

= NI = ah+M

< h est solution de (F)

(b) Equation Homogene

On sait que les solutions de 1’équation différentielle z” + az = 0 sont toutes les fonctions de
laforme z:t +— Ce™ avec C€ R.

Solution Particuliére

Recherchons une solution constante zg = a de I"équation (F).

a
On a alors zy' +azp = aa = — soit ¢ = —.
M M

Conclusion

1
Les solutions de 1'équation (F) sont toutes les fonctions de la forme | hc : t —> Ce ™ + M

avec C € R.

(c) D’apres la question 1.(a), les solutions de (F) sont les inverses des solutions de (E), et
réciproquement. Ainsi, les solutions de (E) sont toutes les fonctions de la forme

1 M
Ce— + ﬁ ~ MCe—t +1

gc:tr— avecC € R.

= Np soit MC=M—1.

Enfin la fonction qui nous intéresse vérifie gc(0) =

MC +1 No
_ _ M 3 MNp
De ce fait, g:tr— M B _(M—No)e‘“t+No
— —1le*+1
No

2) (a) e D’apres (E) '(t) = (t)l—& =a (t)xce—_ut>0 tout t €1
a apres (E),ona g¢'(t) = ag M | =28 T+ Co pour tou

On en déduit que la fonction g est strictement croissante sur I. De plus, g(0) = T3 C

e Commea > 0, alors lim —at = - et lim e ™™

t—+o0 t—-oc0

= 0 par composition de limites.

On obtient alors lim (1 +Ce _“t) = 1 par produit et somme de limites,

t—+o00

si bien que tlim g(t) = M| par quotient de limites.

t 0 +00
g'(t) +
M
{ON NS
T+C

Remarque : on sait maintenant a quoi correspond concrétement M !
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(b) On a (1&0):M <=>1+Ce‘“t0:2<=>e”t0:(j<=>tozE
J 2

et ce nombre tj est bien strictement positif car a > 0 et C > 1. Par conséquent,

1 M
Il existe un unique réel positif ty = HTC tel que g(to) = >

Remarque : ceci découle également du tableau de variations de g puisque

M M

1+c<2 M
202
(c) D’apres la relation (E),ona g’ =ag — M Ceci montre que g’ est dérivable et que

., , 2agg’ , 28
g =ag — M :ﬂg(l—ﬁ)

(d) Onsaitquea > 0et g’ > 0, sibien que ag’ > 0. Ainsi, on a

” 2g(t) M
g(t)>0<=>1—v>0<=>g(t)<?<=>g(t)<g(t0)<=>0<t<to

puisque g est strictement croissante sur [0; +co [. En conséquence, on peut affirmer que
g >0sur [0;tg[ etque g” <0 sur ]Jtp;+oo].

De ce fait, g’ est strictement croissante sur [0 ¢ ] puis strictement décroissante sur [ g ; +oo [ :
autrement dit, la vitesse d’accroissement du nombre de bactéries croit au début puis décroit
a partir de l'instant fo déterminé précédemment (c’est un point d’inflexion).

Probléme 2

Partie I — étude d’une fonction auxiliaire

1) La fonction f est strictement croissante sur ]0;+oo[ en N 0 o
tant somme de fonctions usuelles strictement croissantes.
De plus, on a lim f(x) = —c0 et lim f(x) = +o0 par too
p x—>0f( ) x—>+oof( ) p f(x) /‘
sommes de limites. —00

2) @ lafonction f est continue (somme de fonctions continues) sur ] 0; +co[.

® f est strictement croissante sur ] 0; +oo .
®0c ] lim £(x); lim f(x)[
X—>—00 X—+00

On déduit alors du théoréme de la bijection que

L’équation f(x) = 0 admet une unique solution a € |0; +co[.

3) Comme §<1,ona f(é):el—1<O.Deplus, f1)=1+In(1)=1>0.

1 1
Ainsi f(g) < f(a) < f(1) d’ou o <a< 1| par stricte croissance de f.
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Partie II - étude de I'équation g(x) = x

-1
1) Pour tout x > 0,on a gx)=x = al 2nx =x

— x—-Inx=2x

— O=x+Inx= f(x)
= x=a

donc a est'unique solution de I'équation g(x) = x.

2) (a) La fonction g est dérivable sur I (somme de fonctions usuelles dérivables) et

1 1 -1
Vxel X)) =z-= al

= <
2 2x 2x 0

La fonction g est ainsi décroissante sur I. X 1/e 1

De plus, elle admet pour minimum g(1) = % et pour 8'(%) -

1) 1 1 1/2e +1/2

+= g(x)

maximum g( = E 2 1/2

e

(b) Soit x € I. D’apres le tableau de variation, ona g(1) < g(x) < g(%).

1 1 1 1 1 1
Or, g(1)=§>— car e <2 et g(g):—+—<1 car — ~0,2.

e 2e 2 2e
o1 1
On a de ce fait - <g) <glx) < g(g) <1
Par conséquent, ‘ Vxel gx) e I‘

3) (a) Pourtout xel,ona é<x<1
1

donc 1< p <e (par décroissance de la fonction inverse)
et _¢ < _l < _1

2 2x 2

1- 1 1
si bien que 5 < gx) <0 (Comme ¢(x) = 5 ﬂ)
. e -1

Ainsi Vxel, g’(x)| <

(b) Soit x € I. Comme «a € I (question 1.3), on déduit du théoréeme des accroissements finis
qu'il existe un réel c € I (puisque compris entre x et a) tel que
8() —gla) = g'(c) (x — a)
Or g(a) = a (question II.1) donc

|5(x) — a| = |g(x) - g(@)| = |g'(©)] lx - a
e —1

Enfin | g’(c)| < 5

d’apres la question précédente, si bien que

-1
2

Vxel, g(x)—a|<e lx — af
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Partie III — étude d’une suite récurrente
1) Pour n € N, on pose & (n) : «u, € I».
e [nitialisation : ug=1€l= [ % ; 1] donc la proposition #(0) est vraie.
e Heérédité : soit n € N fixé; on suppose que la proposition &(n) est vraie.

Ainsi, u, €1 :il découle alors de la question I1.2.b que 1,41 = g(u,) € L
De ce fait, la proposition #(n + 1) est vraie.

e Conclusion : d’apres le principe de récurrence, la proposition &(n) est vraie pour tout n € IN,
c’est-a-dire que

‘VneIN, uneI‘

2) On vient de montrer que u, € I pour tout n € IN : on peut donc appliquer le résultat de la
question I1.3.b & x = u,,. Par conséquent,

2

luy, —a

e
VieN  [g@) —a] = lupsr —al <

-1 n
3) (a) Pourn € N, on pose #(n) : «|u, —al < (e > ) ».

e 1 1
e [nitialisation :ona ug=1eta €l = [g;l] donc |upg—a| <1- n <1
De ce fait, la proposition Z(0) est vraie.
e Heérédité : soit n € N fixé; on suppose que la proposition &(n) est vraie.

_ n
On a donc |un—a|<(e > 1) .

Il découle alors de la question précédente que

" —a|<e_1lu _0(|<e—1><(e—1)”_(e—1)”Jrl
n+1 X ) n A 2 2 = 2

De ce fait, la proposition #(n + 1) est vraie.

o Conclusion : d’aprés le principe de récurrence, il en découle que la proposition &?(n) est
vraie pour tout n € IN, c’est-a-dire

_17’1
VnelN |un—04|<(e2 )

_ _ n
(b) Comme 0 < € 5 L <1l,ona lim (%) =0.

n—+0o

On déduit alors du théoréme des gendarmes que | lim u, = a.

n—+0o
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