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Exercice 1

-1
1) Le nombre f(x) est définilorsque x + 1 # 0 et que i_’_ e 0 a cause du logarithme.

+1

Un tableau de signe montre que i >0 & x€]-00;-1[U]1;+00].

Ainsi, Dy =]-00;-1[U]1;+00].

2) Déja,l'ensemble ¢ est symétrique par rapport a 0. De plus, on a pour |a| > 1

ﬂ0+m+fm—hy—E+2+h%ﬁil)—ﬁ+2+h%:£:l)

2 h+1) 2 ~h+1
h-1 h+1
—4+ln(h+1)+ln(1_h)
=2x2
donc Le point €)(0;2) est un centre de symétrie de ¢7.
3) (a) e C 1= o (x),alors X2 ¥ 21 donc lim 121 =1
a omme 1= o (x)alors — ~ —=1donc lim —— =

Par continuité de In, il s’ensuit que lim In (i%l) =In(1) =0.
X—+00

On en déduit enfin par quotient et sommes de limites que | lim f(x) = +co.

X—+00

e Par symétrie, il en découle que | lim f(x) = —co.

X—-00

-1 -1
e Ona lim X =0 dou lim ln(x—) = —oco par composition de limites.
—1x+1 x—1 x+1

On en déduit par quotient et sommes de limites que lirr} f(x) = —oo0.
X—

e Par symétrie, il en découle que lirn1 f(x) = +oo.
x——

(b) Ainsi, ¢f admet pour asymptotes les droites ‘Al x=1 ‘ et ‘Az tx= —1.‘

-1 -1
De plus, ona vu que lim ln(z—) =0. De méme,ona lim ln(x ) =0

x—+00 +1 x—-00 x+1
i bi I [()—(f+2)]—1' [()—(hz)]—o
si bien que J6_1)r+nm flx > = x_l)rpoo flx > =
et donc La droite A3 : y = g +2 estasymptote a ¢y en +oo et en —co.

(c) Cette position dépend du signe de f(x) — (;—C + 2) = ln(%). Or, pour x € %,

ln(x_1)>0<=>E>1<=>E—1>0<=>_—2>0=x+1<0
+1 +1 x+1 x+1

donc La courbe ¢ est située au-dessus de la droite Az
sur |-oo;—1[ eten-dessoussur ]1;+oo][.
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4)

5)

6)

La fonction f est dérivable sur %y en tant que composée de fonctions usuelles dérivables sur
leurs ensembles de définitions respectifs. Soyons malins :

Pour tout x € 7 fx) = g +2+Injx—1—Injx + 1] (astuce diabolique!)
, 1 1 1
donc f(x)_§+x—1_x+1
1 x+1-(x-1)
T2t T 2
_1. 2
2 x2-1

Comme x*> — 1> 0 sur 'ensemble %, il en découle que f’ > 0.
Ainsi, f est strictement croissante sur chacun des intervalles | —co;—1[ et ]1; +oo].

x |- -1 1 +00
f') + +
+00 +00
f() / /

Appliquons le théoreme de la bijection continue a la fonction f sur l'intervalle ] 1; +co .
e La fonction est dérivable sur Ds, donc continue sur | 1;+co .
e La fonction f est strictement croissante sur ] 1; +oo .

De ce fait, f est une bijection de ]1;+co[ sur f(]1;+c0o[) = R (cf. tableau de variations).
En particulier, 0 admet un unique antécédent par f :

Il existe un unique réel a € | 1;+oo[ tel que f(a) = 0.

Et voici un tres joli dessin.
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Exercice 2

Dans chaque cas, on va faire apparaitre une somme de Riemann sur [ 0; 1] et utiliser le fait que, si
la fonction f est continue sur l'intervalle [0;1], alors

1y, [k !
w2 ()= [ roa

1) Définissons la fonction f:t+— 2 sur [0;1]. Pour tout entier n > 1, on a alors

LR 1w 1w (kY 1 [k
w=Ys=i =il =22

C’est bien une somme de Riemann associée a la fonction f surl'intervalle [0;1]. Cette fonction
étant continue car polynomiale, la suite (i), converge vers le réel

1 1 BT 1
_ I I L
fof(t)dt_fot dt—[BL 3

Autrement dit, lim u, ==

n—+0o

2) Posons g:t+— sin(rx) surlintervalle [0;1]. Pour tout entier n > 1, on a alors
Iv . (kn) 1 [k
= L) = L)

C’est bien une somme de Riemann associée a la fonction ¢ sur l'intervalle [0;1]. De plus,
la fonction g est continue en tant que composée de fonctions usuelles continues sur R, si bien
que la suite (v,,),cn converge vers le réel

1 1 1
t 2
f o(H dt = f sin(rtt) dt = [— cos(n )] -z
0 0 Tt 0 Tt
Ainsi, lim v, = —
n—+00
e . 1 i
3) Définissons la fonction h:t+— T2 7 sur [0;1]. Pour tout entier n > 1, on a alors

1w n? 1w 1 1v, (k
“’n:;;m:;;w:z;h(;)

C’est bien une somme de Riemann associée a la fonction / sur l'intervalle [0;1]. Comme & est
continue en tant que quotient de polyndmes, la suite (w;,),n converge ainsi vers le réel

1 1
dt 1 7
fo h(t) dt = fo — 5 di = [arctan(t)]o =

. ] T
Par conséquent, Iim w, = —

n—+00
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Exercice 3
3 3 2
: w g w . l_p u
1) IPP : comme [ 3 ln(u)] =u” In(u) + 3 X e u® In(u) + 3
ud 3 . 32 du
alors [? 1n(u)]1 = fl u2 In(u) du + fl 3
3 3 3 3713
donc f 12 In@) du = |"= | - || =9m@) -2
1 3 1 91, 9
2) CDV : posons u = sint sur l'intervalle [O ; g ] Alors du = cos(t) dt
R =12 cos(t) dt =1 dqu 1 n
d’ou — = zz[arctanu] = —
t=0 1+sin*(t) Ju=o 1+u o 4
3) Lenombre f(u)= utsd _ u+3 eut s’écrire ¢(u) = 4 avecaetbeR
T2-1 w-DHu+n sW=17 1 ‘
au+1)+bu-1) @+bu+@->b)
E ff >2 = =
n effet, Yu g(u) o o
d N a+b=1 — 20=4 — a=2
one f=8 a-b=3 2b = -2 b=-1
Ainsi, vus2 ¥ 2 !

w2—-1 u-1 u+l

4
d’ott fAuZ"'\?) du:zf du _f du
2 us—1 > u—1 > u+l

=2[Inu~ D], - [In(u + D]}

=2(In3-1In1) —(In5-1n3)

soit f‘Au+3 du=31n3—1n5:ln(g)
2 1/l2 -1 5
4) CDV :posons u = y/x sur l'intervalle [1;9]. Alors x = u? et dx =2udu
=9 u=3 3
d’out f xe V¥ dx:f u2><e”><2udu:f2u3e”du
x=1 u=1 1

Cherchons une primitive de f(u) = 2u®e" sous la forme

F(u) = (au3 +bu? +cu + d) el

Alors F(u) = (3au2 + 2bu + c) e + (au3 +bu? +cu + d) el

= (au3 + (b +3a)u? + (c + 2b)u + (d + c)) et

a=2 a=2
, b+3a=0 b=-3a=-6
donc F=fe= im=0 S Ycz-w=12
d+c=0 d=-c=-12
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On prendra ainsi F(u) = (Zu3 —6u® +12u — 12) e", de sorte que

f32u3 e du = [(2u% - 6u? + 12u - 12) e“]f = 2403 + de
1

9
soit fxe‘/}dx:24e3+4e
1

Exercice 4

Pour chacun des problemes de Cauchy, j'appelle (E) 'équation différentielle associée.
(a) ® L'équation homogene y’ + 2y = 0 admet pour solutions toutes les fonctions de la forme
yc:x+— Ce ™ avec CeC.
e Cherchons une solution particuliére sous la forme yp(x) = (ax + b)e*. On a alors

yp'(x) + 2yp(x) = (ax + b)e* +ae* +2(ax + b)e* = (3ax + 3b +a)e*

. . . ) 3a=1 . |a=1/3
De ce fait, yp est solution de (E) si, et seulement si, {a +3b=0 soit {b _ 19

1
Ainsi yp : x > (g - 5) e* est une solution de 1'équation (E).

e On en déduit que les solutions de I’équation (E) sont toutes les fonctions

1
fC:x|—>Ce‘2"+(§—§)ex avecCeC

2 2
e Pour une telle fonction, ona fc(1) =2 Ce 2+ 5 e =2 C=2e2- 5 e3.

En conséquence, la solution de notre probleme de Cauchy est la fonction

f:x;—>(2e2—§e3)e‘zx+(g—%)ex

(b) e L'équation homogene y — vy’ = 0 admet pour solutions toutes les fonctions de la forme
yc :x+— Ce* avec CeC.

e Cherchons une solution particuliére sous la forme yp(x) = C(x)e*. On a alors

yp(x) —yp'(x) = C(x)e* — (C'(x)e* + Cx)e®) = -C'(x)e”

1
De ce fait, yp est solution de (E) si, et seulement si, —C’(x) = T2
X
Ceci équivaut a C(x) = —arctan(x) + C* ... et 'on peut prendre la constante égale a 0.

Ainsi yp : x = —arctan(x)e* est une solution de I'équation (E).

e On en déduit que les solutions de I’équation (E) sont toutes les fonctions

‘fc:x|—>Ce"—arctan(x)ex avecCeC

e Pour une telle fonction,ona fc(0)=1 < C-0=1 < C=1
En conséquence, la solution de notre probleme de Cauchy est la fonction

f x> e* —arctan(x)e*
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(c) e L’équation caractéristique associée est r> +r—2 = 0.
Or P+r—-2=0  r+2r-1)=0 & r=-2 ou r=1

De ce fait, les solutions de ’équation homogene y” + i’ — 2y = 0 sont toutes les fonctions de
laforme g:x+— de >+ pue*,avec (A, u) € R

e Recherchons une solution particuliere sous la forme fp:x+—ax+b.
Alors fo'(x)=a et  f”(x)=0
donc fo” (x) + fo'(x) = 2fo(x) = —2ax + (a — 2b)
pour tout x € R. De ce fait, la fonction fj est solution de (E) si, et seulement si,
-2a=16 a=-8
=
a-2b=0 b=a/2=-4
Ainsi, la fonction fy: x — —8x —4 est une solution de 1’équation (E).

e On en déduit que les solutions de I"équation (E) sont toutes les fonctions

fixr— Ae ™™ +pue*—8x—4,avec (A, u) € R

e Pour une telle fonction, ona f'(x) = —2Ae > + ye* =8 donc

£(0)=0 A+u—4=0 A+p=4
{f’(O):—4 T2 +u-8=-4 T |-20+u=4

En retranchant la seconde équation a la premiére, on obtient 31 = 0 soit A =0 d’out u =4.

En conséquence, la solution de notre probleme de Cauchy est la fonction

‘f:x|—>4ex—8x—4‘

Exercice 5

1
1) La fonction g est dérivable et ne s’annule jamais sur IR, donc la fonction f = — est bien définie

et dérivable sur RR. De plus,

’

g 1 1 10-g 1.1 1
4 = = = —— —_— 1 —_ = —-— = —— —_ o
T L T P AT
. S . , , PP
soit f' = -7 20’ ¢e qui montre que |la fonction f est solution de I'équation (F).

2) Résolvons l’équation (F) : z’ +z/2 =1/20.

e ['équation homogene z’ +z/2 = 0 admet pour solutions toutes les fonctions de la forme
zc:x+— Ce 2 avec CeC.

e Cherchons une solution particuliére sous la forme zp(x) = K. On a alors
zp'(x) + zp(x)/2 =0+ K/2 = K/2
De ce fait, zp est solution de (F) si, et seulement si, K/2 =1/20 soit K =1/10.
Ainsi zp : x —> 1/10 est une solution de 1’équation (F).

e On en déduit que les solutions de I'équation (F) sont toutes les fonctions

1
z:t— Ce /24 10 avec C € C une constante
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3) La fonction f est une solution de (F), donc de la forme ci-dessus.

fitr—

9e 112 41
10

1 1 9
En outre, f(O) = m =1=C+ E soit C = E d’ou
Comme ¢ = 1 il en découle que > L
g_f’ e s 9e~t/2 41
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