BCPST1

Chapitre n°1 : Equations et Inéquations

Questions de cours posées en kholles

Question 1.

Enoncer et démontrer les trois identités remarquables. I

REPONSE
Ona: (a+b)y?>=a*+2ab+1V? (a—b)*>=a>—-2ab+b* et (a+Db)(a—Db)=a*-b* pour tous
réels a et b. On établit ces résultats en développant « bétement » les produits comme suit :

1) (@+b)>=(a+Db)x(a+b)=(a®+ab)+ (ba+b*) = a>+ 2ab + b>.
2) (a—-b)?=(a-b)x(a—-"b)=(a*—ab)— (ba—b*) = a*—2ab + b*.
3) (a+Db)x(a—Db)=(a*®-ab)+ (ba—-b*) =a*>-b?

Question 2.

Enoncer et démontrer les deux propriétés algébriques de la racine carrée. I

REPONSE

Ona: Vab= vax Vb et \/%:% pour tous réelsa > 0 et b > 0.

1) Comme Va >0 et Vb >0 alors vax Vb > 0.Deplus, (\/Ex \/5)2: N Vb = ab.

Par définition de la racine carrée, on a ainsi Vab = va x Vb.

2) Onsaitque a = — Xb par définition de la division. On déduit alors du résultat précédent

que +a = \/7 x Vb d’ott \/7 —— apres division par le réel strictement positif Vb.

Question 3.

Rappeler et démontrer les relations entre coefficients et racines d un polynéme du second degré. I

REPONSE

Soit P(x) = ax? + bx + ¢ (avec a # 0) un polyndme du second degré de discriminant positif

et de racines x; et x; (elle peuvent étre identiques). Alors x; + x; = - et x; XX = LEZ,
—b— VA b+ VA
En effet, les racines de P(x) ont pour expressions x; = T\/_ et x, = Za\/_ donc
e o Tb= VA b+ VA -2b b
1+ X = =5 =
et xxx—_b_\/Zx_b“L\/Z_bz—A_b2—(b2—4ac)_%_£
U 20 4da® 4a? C4a?  a
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Question 4.

Rappeler et démontrer les propriétés des sommes et produits d’inégalités. I

REPONSE

Soient a, b, c et d des réels.
e Sia<betc<d alorsa+c<b+d.
e Si0O<a<sbet0<c<d, alors ac<bd.

Pour démontrer ceci, on va utiliser la caractérisation xSy y-x=0.
Par hypothese, on saitque b—a>0 et d—-c>

1) Ona (b+d)—(a+c)=(b—-a)+(d-c) >0 comme somme de nombres positifs.

2) Astuce : on introduit le terme bc pour faire apparaitre des factorisations intéressantes.
On obtient ainsi bd — ac = (bd — bc) + (bc — ac) = b(d — ¢) + c¢(b —a) > 0 comme somme
de produits de nombres positifs.

Question 5.

Enoncer et démontrer les régles de passage au carré dans une inégalité. I

REPONSE

Soient a et b des réels.
2

bZ

2

e Si0<a<b,alors 0

e Sia<b<0,alors 0

NN

0<a
0<b?

a.

Dans les deux cas,ona b—a >0 donc b* —a? = (b—a)(b +a) estdusignedeb +a.

1) Si0O<a<b,alors b+a>0 donc b>—a? > 0.

2) Sia<b<0,alors b+a<0 donc b*-a*<0.
Question 6.
Enoncer et démontrer les régles de passage a 'inverse dans une inégalité. I
REPONSE
1 1
Soient a et b des réels non nuls de méme signe. Si 2 < b, alors b < pt
En effet, supposons que a < b et que a et b sont de méme signe.
1 1 b-
Il en découleque b—a >0 et ab>0.Decefait, — — - = 225
a b ab
< L 1 1
Dans le cas ot1 2 < 0 < b, on a bien évidemment - <0< b
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