BCPST1

Chapitre n°12 : Ensembles finis et dénombrement

Questions de cours posées en kholles

Question 1.

Enoncer et démontrer la propriété des sommes télescopiques. Application : calculer Zk k!.

k=1

REPONSE
n
Soit (x,),cn une suite. Pour toutn > 1,ona (S, = (k41 — Xx) = Xpe1 — X1. | En effet :
k=1
Sp = (x2 —x1) + (X3 — x2) + (xg —x3) + -+ + (X1 — Xp2) + (X — Xpo1) + (g1 — Xi)

= (xn+l

=Xpy1 — X1

Application : pour toutk > 1, on a kk!

- xn) + (xn - xn—l) + (xn—l - xn—Z) +oe

=k+1-1)K

+ (xg — x3) + (x3 — x2) + (x2 — x1)

= (k+1)! — k! sibien que

Zn:kk!:Zn:((k+1)!—k!):(n+1)!—1!:(n+1)!—1
k=1 k=1

Question 2.

Enoncer les propriétés des sommes triangles. Application : calculer

REPONSE

Soit 7 un entier naturel non nul et (aij)lgign une famille de complexes. On a:

1<j<n

), %= Zn:i“ff B ii“w et

1<j<i<n i=1 j=1 =1 i=j

), o= Zn:i“ff - izj:‘”f

1<i<j<n i=1 j=i j=1 i=1

Application : on déduit de la premiere égalité que

zzzzz

n
=1 i=j i=1 j=1

i=1
2Z(z+ 1) =

1 i
3

j=1
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n(n

i(i +1)
2

i=1
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- X
1

n(n +3)

|

4

en reconnaissant des calculs de termes successifs de suites arithmétiques.
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Question 3.

Citer les différentes propriétés permettant de construire le triangle de Pascal.
Démontrer la relation de Pascal puis construire le triangle de Pascal.

REPONSE

1) Pour toutn € IN,on a (6[) = (Z) =1 et pour toutn € N*, ona (’11) = (n ﬁ 1) = 1.

Pourtous n € Netpe[[0;n],ona (Z):(nﬁp)

Pourtous n €« N*etpe[1;n],ona (n ; 1) = (Z) + (p ? 1) : relation de Pascal.

2) Soit E un ensemble de cardinal n + 1. On fixe e € E et 'on note E’ = E \ {e} : c’est un

ensemble de cardinal 7. Parmi les (n ; 1) combinaisons de p éléments de E :

e certaines contiennent e et p — 1 éléments de E’, il y en a donc ( p ﬁ 1)

e les autres sont formées de p éléments de E’ et sont ainsi au nombre de (n)

Il en découle ainsi que (n - 1) = ( " ) + (n)
P p-1)\p

3) On peut ainsi construire le triangle de Pascal jusqu’'an = 6:

g
NOT = WODN -
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Question 4.

Enoncer et démontrer par récurrence la formule du bindme de Newton. I

REPONSE

Soient (a,b) € C? et n € N. Alors |(a + b)" = Z (Z) ab b" P,
p=0

Pour n € N, on pose &(n) : «(a +b)" = Z (Z) al b"P 5,

=0
o 0 p
e Initialisation : Z (P) ab b0 = (O) =1 = (a + b)° donc la proposition Z(0) est vraie.
p=0

e Hérédité : soit n € IN. On suppose que la proposition #(n) est vraie. Alors

@40y =@+ D) @+b) = @+b)y (z) @ by (hérédite)
p=0
— - n +1 11— - n n+1-
‘Z (P)”p b “Z (P)”pb '
p=0 p=0

= Z (q " 1) al b= + i (Z) a’ prHi-p (g=p+1)
p=0
[ n {(61) 2O b+ 4 i (Z) a’ bn+lp}
(o) R ) G e e o0
p=1
(

n+1\ .41 S+ 1 1o n+1\ .10 n\ _(n) _
0)ab++Z(P)an+P+(n+1)a+b caro—n—l

(q ? 1) a’ bn+l—q + (Z) an+l bO

p=1
n+1
— Z (Tl + 1) 4 bn+1—p
- p
p=0

ce qui prouve que la proposition & (n + 1) est vraie.

e Conclusion : le principe de récurrence permet d’affirmer que la proposition Z?(n)
est vraie pour tout n € IN, si bien que

Pour toutn € IN, (a+b)" = Z (z) a’ b"r.
p=0
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