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Chapitre n°21 : Limites et continuité

Questions de cours posées en kholles

Question 1.

Donner la définition de lim f(x) = € dans le cas £ € R.

X—+00

1
Application : montrer que lim — = 0.

x—+00 X

REPONSE

On dit que f tend vers £ en +co et 'on note lim f(x) = ¢ si

Ye>0 IMeR YxeZr x>M=|f(x)-{|<e
Prenons le cas ot f est la fonction inverse. Soit ¢ > 0. On a alors
VieR  [f()|<e &= 1/kl<e & [x>1/e
Ainsi, en prenant M = 1/¢, on a bien

Vre 7, x>M=|f(x)-0|<¢

1
Ceci étant vrai pour tout ¢ > 0, on en déduit que lim — = 0.

x—+o00 X

Question 2.

Expliquer le principe de prolongement d’une fonction par continuité.
L'illustrer sur un exemple simple.

REPONSE

Soit f une fonction continue et 2 € R\ Z une borne finie de son domaine de définition.
Si f admet une limite finie £ en a, on la prolonge a R U {a} en posant f(a) = ¢. La fonction
ainsi obtenue étant continue, on parle alors de prolongement par continuité.

Considérons par exemple la fonction f définie sur IR* par f(x) = sin(x)/x pour tout x # 0.

Comme lirr(} % = 1, il suffit de poser f(0) = 1 pour prolonger f par continuité a R entier.
x—
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Question 3.

Enoncer et démontrer le théoréme des valeurs intermédiaires. I

REPONSE

Soient f une fonction définie sur un intervalle [a;b] et k un réel. On suppose que :
1) la fonction f est continue sur [a;b];
2) le réel k est compris entre f(a) et f(b).
Il existe alors un réel c € [a;b] tel que f(c) = k.
Définissons d’abord la fonction continue g : x + f(x) —k sur [a;b] : on remarquera

que «k compris entre f(x1) et f(x2) » équivaut a « g(x;) et g(x,) sont de signes opposés »
c’est-a-dire « g(x1) X g(x2) < 0».

Pour démontrer le théoreme, on va construire par récurrence une suite croissante (a,),en
et une suite décroissante (b,),oy telles que la proposition

D) by —ay =2 et gla) x glb) < 0>

soit vraie pour tout n € IN. On va pour cela utiliser la méthode de dichotomie.

e On pose ay = a et by = b, de sorte que Z(0) est vraie.

. . ay+b, . .
e Soitn € IN; supposons que (n) est vraie et prenons ¢, = z > % :ainsi, a, < ¢, < b,,.

Comme g(a,) X g(b,) < 0, on en déduit que

g(an) X g(by) X g(ca)? = | g(an) X 8(cn)| X [8(cu) x g(b)| <0
si bien que g(a,) X g(c,) <0 ou g(c,) X g(b,) < 0.
- Si g(a,) X g(c,) <0, on pose a,41 = a, et b,,1 = cy.
- Si g(cn) X g(by) <0, on pose a,11 = ¢, et byy1 = by,

Dans les deux cas, on a bien a,, < a,,,1 et b, > b,,1 donc les constructions des réels a,,.1
et b,41 respectent les monotonies de nos deux suites. De surcroit,

b,—a, b-a
2 T oon+l
et g(a,4+1) X g(by+1) < 0, sibien que la proposition &?(n + 1) est vraie.

bn+1 —Apy1 =

e On déduit alors du principe de récurrence que #(n) est vraie pour tout n € IN.

On a vu que la suite (a,,),c est croissante et la suite (b)), est décroissante. Comme on a

b—
b, —a, = na—>0

2 n—+00

les deux suites sont adjacentes. Elles convergent ainsi vers unmémeréelc € [ay;by] =[a;b].
La fonction g étant continue, la proposition « g(a,)x g(b,) < 0 pour tout n € IN » nous conduit
apres passage a la limite a g(c) = 0 soit k = f(c).
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