BCPST1

Chapitre n°22 : Dérivabilité

Questions de cours posées en kholles

Question 1.

Montrer qu’une fonction f est dérivable en a € Y si, et seulement si, f admet un DL, en a. I

REPONSE

Soit f une fonction définie sur un intervalle I de IR. Supposons dans un premier temps
que f est dérivable en a. Alors

lim £~ f@
X—a

X—a

s . f) - f)
—f(a) soit v

=f@+ o (1)
si bien que fx) = f(@) + f(x) — f(a)
B f(x) = f(a)
=f@)+x—a) x ———
= f(a) + (x —a) X f'(a) +x9m(x—a)

Autrement dit, f admet un DL; en a. Réciproquement, supposons maintenant que f admet
un DL; en a. Il existe alors un réel € tel que

f@) = f@+Ex-at+ o (x=a)

_ (x—a)t+ o (x—a)
f(x.i—i(a) - x—x;a :€+x(—)>a(1)

si bien que lim f&) - /@ =

x—a X —da

d’ou

¢

Ceci montre que f est dérivable en a et que f'(a) = ¢.

Question 2.

Enoncer et démontrer les théorémes de Rolle et des Accroissements finis. I

REPONSE
Théoréme de Rolle

Soit f une fonction continue sur l'intervalle [a;b] et dérivable sur l'intervalle Ja;b][.
Si f(a) = f(b), il existe alorsc € ]a; b] tel que f'(c) = 0.

En effet, si f est constante, sa dérivée f’ est toujours nulle. Sinon, f admet un maximum et
un minimum sur l'intervalle [a; b ]. L'un d’eux étant nécessairement distinct de f(a) = f(b),

il estlocal donc f’ s’annule en ce point c € ] a;b[. Autrement dit, | f’(c) = 0| avecc € Ja;b][.
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Théoréme des accroissements finis

Soit f une fonction continue sur l'intervalle [a; b ] et dérivable sur l'intervalle Ja;b[.
Il existe alors c € Ja; b[ tel que f(b) — f(a) = f'(c) (b —a).

En effet, considérons la fonction

gix f) - fl0) - (x -y x O SO

Elle est continue sur l'intervalle [a;b] et dérivable sur I'intervalle ]a;b|[. De plus,

f(b) — f(a)
b—a

Enfin, g(a) = 0 = g(b) : on déduit alors du théoreme de Rolle qu’il existe unréel c € Ja; b tel

que g’(c) = 0. Ainsi f'(c) = W donc | f(b) — f(a) = f'(c) (b —a).

Vxela;b[ g =f(x)-

Question 3.

Enoncer et démontrer le théoréme sur les limites de dérivées. I

REPONSE

Soient I un intervalle de R, a €I et f une fonction continue sur I et dérivable sur I \ {a}.
o Si %gx; f'(x) =t € R, alors f est dérivable en a et sa dérivée vaut f'(a) = ¢.
En particulier, la fonction f’ est continue en a.
f&x) - f(a)
xX—a

e Si lim f’(x) = +00 ou -0, alors lim
Xx—a Xx—a

= +00 ou —00.
Ainsi, la courbe ¢ admet une demi-tangente verticale au point d’abscisse a.

En effet, considérons x € I\ {a} : d’apres le théoreme des accroissements finis, il existe un
réel c(x) compris entre a et x tel que f(x) — f(a) = f'(c(x)) (x —a) soit

) - fl@) _

= )
On déduit du théoreme des gendarmes que lim c(x) = a. Ainsi, si la fonction f” admet une
limite en 4, on a alors par composition de limites
x f—
i {0~ f@
X—a

X—a

= lim f(x)

ce qui permet de conclure dans chacun des cas.
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