XVI - Les polynomes réels

1/ Les fonctions polynomiales

1.1) Définitions

Définition |On appelle fonction polynomiale ou polyndme toute fonction réelle de la forme

Pix+— ay x" , avec \ay, une suite de réels nulle a partir d’un certain rang.
nelN
n=0

Remarques:

O Un tel polyndme se note formellement P = Zan X" al'aide d'une indéterminée X.
n=0

® Les nombres (a,) sont appelés les coefficients du polynome.
® Le polynome dont tous les coefficients sont nuls est appelé polynéme nul et noté 0.

@ L'ensemble des polyndmes a coefficients dans R et d’indéterminée X se note R[X].

Proposition

L’écriture d’un polyndme est unique. Par conséquent :
o Un polyndme est nul si, et seulement si, tous ses coefficients sont nuls.
o Deux polyndmes sont égaux si, et seulement si, tous leurs coefficients sont égaux.

Définition | On associe a tout polyndme P € IR[X] son degré noté deg(P) et défini par
—oco 51 P=0

degP) =3 ,, & p= Zaka avec a, # 0
k=0

Remarques:
e Si P # 0, le coefficient a4ee(r) s'appelle le coefficient dominant du polyndéme P.
e Un polynome de coefficient dominant égal a 1 est appelé polynéme unitaire.

Définition |Soit n € N. On note R, [X] = {P € IR[X]/ deg(P) < n}.
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1.2) Opérations sur les polyndmes

Théoréeme

Les sommes, produits, composées et dérivées de polyndmes sont encore des polyndmes. I

Proposition

Soient A € R, Pet Q € R[X]. Alors :
e deg(P + Q) < max {deg(P); deg(Q)} avec égalité si deg(P) # deg(Q).
o deg(PQ) = deg(P) + deg(Q) et deg(AP) =deg(P) si A #0.

Proposition

Soient P et Q deux polynomes tels que P #0, Q# 0 et PoQ # 0.
Ona |deg(P o Q) = deg(P) x deg(Q).

Proposition

a, X" € R[X]. Son polynome dérivé est |P’(x) = Z(n + 1) a,1 X"
n=0

Proposition

Soit P un polynome. Si P est constant, P’ = 0. Sinon, |deg(P’) = deg(P) — 1.

En particulier, P™ = 0 pour tout entier m > deg(P).

2/ Racines d’un polynoéme

2.1) Définitions

Définition

Un réel a est une racine du polynome P si P(a) = 0.
On dit que c’est une solution de I’équation algébrique P(x) = 0 d’inconnue x € R.

Proposition
Tout polyndme P de degré impair admet au moins une racine réelle. I

Théoréme (factorisation)

Un réel o est racine d'un polynome P si, et seulement si, P se factorise par (X — av). I
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2.2) Nombre de racines

Proposition
Un polynome de degré n posséde au plus n racines. I

Corollaire

Un polyndme de R, [X] qui posséde au moins n + 1 racines est le polynome nul. I

Proposition

Un polynome P de degré n € IN* possédant exactement n racines s’écrit sous la forme

P=a,X-a)X-a) ... X—ay)

2.3) Racines multiples

Définition |Soient P € R[X] et m € N*. On dit que « € R est racine de P de multiplicité m
lorsque I'une des propriétés équivalentes suivantes est vérifiée :

(i) P(@) =P (@) =---=P"D(@)=0 et P"(a)+0
(ii) P est divisible par (X — &)™ mais pas par (X — a)™**.

Proposition

Un polynome P de degré n € IN* possédant exactement n racines comptées avec leurs ordres

2z 7z

de multiplicité s’écrit sous la forme

P=a,X—a))"X—=a)™ ... X—a,)™

.
ot m; € IN* pour tout i € [1;r] et Zmi =n.

i=1
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Exercices

1/ L'ensemble R[X]

Exercice 1. o

Montrer par calcul direct que (X3 + X% + X + 1) Z(—l)ka = X8 4 X2 4 X2+ 1.
k=0

Exercice 2.

En utilisant l'identité (1 — X?)*" = (1 + X)*"(1 — X)*" et en identifiant les coefficients de X*",
2n 2
2n 2n
—1)k = (—
montrer que Z( 1) (k) = (-1 ( - )
k=0
Exercice 3. Déterminer tous les polynomes P et Q de R[X] tels que P? = X Q.

Exercice 4. Calculer le degré de (X +1)" — (1 — X)" pour n € IN.

Exercice 5.
Soit P € R[X]. Déterminer le degré de P(X + 1) — P(X) en fonction de celui de P.

Exercice 6.
Soient P un polyndéme de degré d € N et Q = dP — XP’. Montrer que deg(Q) <d — 1.

Exercice 7. "

Soient P et Q € R[X]. Démontrer que (PQ)" = Z (Z) POQE-H pour tout n € N,
k=0

Exercice 8.

Grace a l'algorithme de Horner, calculer P(a) pour
1) P=X3-3X-1et a=4.
2) P=X+2X3-7X2+6X—-12 et a = 5.
3) P=X-2X*+5X3-3X+2 et a =2.

Exercice 9.
Pour quelles valeurs de n € IN I'ensemble R, [X] est-il stable par produit ?

Exercice 10. Effectuer la division euclidienne de :
1) X*+X3-X?+X -2 par X*+1.
2) 2X* +5X3 —=3X +2 par X> -3X + 1.
3) 6X°=X*+2X?—7X+1 par X*-2.
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2/ Racines d’un polyndéme

Exercice 11.
Quel est 'ordre de multiplicité de 2 comme racine de P = X* — 9X3 + 30X? — 44X + 24 ?

Exercice 12.
En s’aidant de racines évidentes, factoriser les polyndmes suivants :

@) 3C+X2—8X+4  (b) XCP+6X2+9X+4 () =3%X° + 11X2 + 24X — 20
Exercice 13.
Déterminer les racines du polynome X° — 5X* + 7X3 — 2X? + 4X - 8.

Indication : il y a une racine « évidente » multiple.

Exercice 14.
Soient P € R[X] et a« € R une racine de P d’ordre r € IN".

Montrer que « est une racine d’ordre (r — 1) de P’.

Exercice 15.
Déterminer 4 € R pour que —1 soit racine double du polyndme X° +aX? +aX + 1.

Exercice 16.
Montrer que le polyndme P = 36X* + 12X3 — 11X? — 2X + 1 a deux racines doubles.

Indication : on pourra chercher a écrire P comme le développement d'un carré.

Exercice 17. Soit n € IN.
1) Montrer que X*" —1 se factorise par X* — 1.

2) Montrer que (X + 1)" —nX — 1 se factorise par X>.

Exercice 18.
En effectuant le changement de variables Z = z + 1/z, déterminer les racines de 1"équation
algébrique 2z* —5z% +422 -5z +2=0.
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