IX — Calcul intégral

1/ Définitions et propriétés fondamentales

1.1) Intégrale d’une fonction continue

Définition |On parle d’aire algébrique d’un domaine du plan lorsque I’'on compte positivement
les aires des zones situées au-dessus de 'axe (Ox) et négativement les autres.

Définition |Soit f une fonction continue sur un intervalle [a;b]. L'aire algébrique du domaine
du plan délimité par la courbe ¢, l'axe (Ox) et les deux droites d’équations x = a et

b
x = b est notée f f(t) dt et selit intégrale de f entre a et b.
a

Remarque : le symbole dt permet de préciser la variable par rapport a laquelle on integre.

1.2) Les sommes de Riemann

Définition |Soit f une fonction définie sur l'intervalle [ a; b ]. On définit les sommes de Riemann
a gauche et a droite associées a f sur [a;b] en posant pour tout n € IN*

n—1 n
S.(f) = 2= f(a+kb_”) et Tn(f):b;aZf(a+kb_a)
k=1

n n n
k=0

Théoréme

b
Soit f une fonction continue sur [a;b]. Alors | lim S,(f) = lim T,(f) = ff(t) dt.

1.3) Larelation de Chasles

Définition |Soient f une fonction continue sur un intervalle I et (a,b) € 12,

b a
Sia > b, on pose ff(t)dt=—j;f(t)dt.
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IX - Calcul intégral Définitions et propriétés fondamentales

Théoréme (relation de Chasles)

Soit f une fonction continue sur un intervalle I :

b c b
Y (a,b,c) e’ f f(t)dt = f f(t)dt + f f(t)dt

1.4) Linéarité et positivité

Théoreme (linéarité de I'intégrale)

Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle 1 de R. Alors

b b b
Y(@a,b) el Y(ap)eR? f [af(t) + Bg(t)] dt = af f®) dt+ﬁf g(t) dt

Théoréme (positivité de 1’intégrale)

Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle [a;b].

b b
OSif>OSur[a;b],alorsff(t)dt>0 et ff(t)dt:Ozf:O.

b b
o Si f<gsurla;b] alors ff(t) dt < f g(t) dt (positivité de I'intégrale).

fa b £ dt

1.5) Valeur moyenne d’une fonction

e Enfin

b
<f |f(t)| dt (inégalité triangulaire).

Définition |Soit f une fonction continue sur un intervalle [a ;b ].

b
On appelle valeur moyenne de f sur[a;b]la quantité | f = 1 f f(t)dt

b—a

Proposition (inégalité de la moyenne)

Soit f une fonction continue sur [a;b] telle que m < f(x) <M pour tout x € [a;b].

b
Alors m < f <M c’est-a-dire |m(b — a) < f f(t) dt < M(b - a).
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IX - Calcul intégral Primitive d'une fonction continue

2/ Primitive d’une fonction continue
2.1) Définition et propriétés
Définition

Soient f et F deux fonctions définies sur un intervalle I de R.
On dit que F est une primitive de f surl si F est dérivable sur 1 et que |F' = f.

Proposition

Soient f une fonction définie sur un intervalle I de R et F une primitive de f sur 1.
Les primitives de f sur 1 sont alors toutes les fonctions de la forme F + A, avec A € R.

Théoréeme

Toute fonction continue sur un intervalle I admet une primitive sur 1. I

2.2) Recherche de primitives

Il faut utiliser les regles sur le calcul des dérivées, mais dans ’autre sens, pour identifier

des dérivées voire des dérivées de fonctions composées. Pour les cas extrémes, penser a
1

1-x2

e 1 :
utiliser arctan’(x) = T et arcsin’(x) =

x2

Proposition (cas des polyndmes-exponentielles)

Soient a € R et P un polynome. La fonction f :tv+— e*'P(t) admet sur R une primitive
de la forme F:t+— e®'Q(t), ot Q un polyndme de méme degré que P.

Remarque : résultats similaires en remplacant P et Q par des combinaisons de sin et cos.

Proposition (cas des fonctions rationnelles)

On recherche une primitive de la fonction f :t+— #—;tb—ﬁ) pour (a,b,a, B) € R
0
e Sia # P, on met notre fonction sous la forme f(t) = % + m avec (y,0) € R
. : _a y
e Sia = f, on met notre fonction sous la forme f(t) = ot (= ap avec y € R.
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IX - Calcul intégral Calcul des intégrales

3/ Calcul des intégrales

3.1) Lien entre primitives et intégrales

Théoréme (fondamental)

Soient 1 un intervalle de R, f une fonction continue sur 1 et a € L.

L'unique primitive de f sur 1 qui s’annule en a est la fonction | F: x +— f f(t)dt.
a

Théoréme

Soient f une fonction continue sur un intervalle I et F une primitive de f sur L

b
g

b
Pour tout (a,b) € 12, on a alors f f(t)dt = F(b) — F(a) = [F(t)]

3.2) Intégration par parties

Théoréme (formule d’intégration par parties)

Soient f et g deux fonctions dérivables et de dérivées continues sur un intervalle I de IR. Alors

b b
vaner [ fogoa=[osol - [ rosoa

3.3) Changement de variables

Théoréeme (formule de changement de variables)

Soient 1 et J des intervalles de R, ¢ : 1 — ] une fonction dérivable sur 1 et de dérivée continue,
et f une fonction continue sur J. Alors

u=>b
vaver [ flpw)ewdi= [

=a t=p(a

t=qp(b)

£(t) dt
)

On dit que I'on a effectué le changement de variable t = @(u).

En pratique :
e pour passer de la variable u a la variable ¢, on fait apparaitre un intégrande de la forme
@’ X f o @ puis on remplace f(p(u)) par f(t) et ¢’(u) du par dt;
e pour passer de t a u, on remplace f(t) par f(p(u)) et dt par ¢'(u)du;

e dans tous les cas, les bornes de l'intégrale sont les valeurs prises la variable utilisée.
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IX - Calcul intégral Applications

Grands classiques :

e En présence d'un terme en V1 — 2, on pose t = cos(u) ou t = sin(u).

En présence d'un terme en >, on pose f = tan(u).

1+t
En présence d’un terme dépendant uniquement de e', on pose t = In(u) ou u =e’.

En présence d'une fonction de cos(u) et sin(u), on tente t = cos(u), sin(u) ou tan(u).

En présence d’un terme de la forme +/f(u), on peut tenter t = /f(u).

4/ Applications
4.1) Mesures géométriques

Théoréme (calculs d’aires)

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a;b]. L'aire du domaine du plan délimité par

b
sa courbe €%, I'axe (Ox) et les droites d’équations x = a et x =b est | A = f | f (t)| dt.

Théoreme (calculs d’aires, bis)

Soient f et g deux fonctions continues sur l'intervalle [a;b]. L'aire du domaine délimité par

b
les courbes € et €, et les droites d'équations x =a et x = b est | A = f |g(t) — f(t)| dt.

Théoréme (calculs de volumes)

Soit ¥ un solide compris entre les plans d’équations z = a et z = b. On suppose que sa section
par le plan de cote z a pour aire . (z), avec . une fonction continue sur l'intervalle [a;b].

b
Son volume est alors | V5 = f S(z)dz

4.2) Calculs de limites de sommes

n n—1
En présence d'une somme Zu”'k ou Zu”'k de termes dépendant a la fois de k et de n,
k=1 k=0

on peut reconnaitre une somme de Riemann sur [0;1] d"une fonction f bien choisie
n-1 n
1 k 1 k
Su(f) = = - T.(f) = — —
GRED) 8 o |n-] ) (4

Ceci permet de calculer sa limite grace au théoreme vu en début de chapitre.
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Exercices

1/ Définition et propriétés fondamentales

Exercice 1.

On définit sur 'intervalle I = [0;10] les fonctions f et g par
Vxel[0,2] f(x)=-1 Vxel0,1] gx)=1
Vxe[2,5] f(x)=2 Vxe[l,4 gx)=-2
Vxel[57] f(x)=-3 Vxel4,8] g =
Yxel[7,9] f(x)=1 Vxel8,9] gx)=-

Calculer les intégrales sur I des fonctions f, g, f?, f + ¢ et fg.

Exercice 2.
Donner les signes des nombres réels suivants :

2 0,5 23 i
(a)L —x?dx (b)ﬁ In(t) dt (c)j; e du (d)f tan(v) dv

Exercice 3.
Comparer les nombres réels suivants :

2 2
(@) fxe"dx etfxzexdx
1
()f fl &
1+t o 1+12
/4
() f sinu du et f cosu du
0 0

Exercice 4.
Soient f et ¢ deux fonctions continues sur un intervalle [a;b].

b
On considere la fonction P:t+— f [f(x) + tg(x)]” dx

1) Quel est le signe de la fonction P sur R ?

b
2) En déduire que (f ftg®) dt) (f 2 dt) (f () dt).
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IX - Calcul intégral Recherches de primitives

Exercice 5.
Soit f : R* — R une fonction continue et strictement croissante telle que f(0) = 0.

X f(x)
Montrer que: Yx >0, f ft)dt+ f1@®) dt = xf(x). (Interprétation géométrique ?).
0 0

2/ Recherches de primitives

Exercice 6.
Déterminer les expressions des primitives suivantes :
x dx 2x+3 x4(1 - x)?
@ f1+x4 (b) fx2+1dx (©) f 112
x? dx dx (x +2) dx
@ [55 @ a5 0 [
Exercice 7.
Méme exercice :
e*dx sinx dx et dx
- b -
@ fl + e (b) fl + cos?(x) ©) f cos?(x)

(d) f (x® +5x% —2) e~ dx (e) f cos(x) e dx (f) f x*e 2 dx

Exercice 8.
Calculer au moyen d’une intégration par parties :
2
(a) f Inx dx (b) f arctan x dx (c) f x sin(x) dx
1
1
(d) f In(1 + x?) dx (e) fxe”x dx (f) fx“ Inx dx
0
Exercice 9.
Soit f une fonction continue et T-périodique sur R.

+T

Montrer que ft)dt = f f(t) dt pour tout a € R.

Exercice 10.
Déterminer les primitives suivantes a 1’aide d’un changement de variables :

(a) f sin® x dx (b) f xe V¥ dx (c) f T+ 27 (d) f cos?(x) sin(x) dx

Exercice 11.

Int dt
Soit a > 1. Démontrer que - =
1 1+¢#2
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IX - Calcul intégral

Sommes de Riemann

Exercice 12.
Déterminer les expressions des primitives suivantes :

(@) fx\/1+x2dx (b) fxv2x+1dx

(@ fx’;d% (@) fm_x

3/ Sommes de Riemann

Exercice 13.

x dx
© f\/x+1

1
® fo+1 1+x2

A T’aide de sommes de Riemann, calculer les intégrales suivantes :

1 1
(a)f0(2x+1)dx (b)‘foe”du

Exercice 14.
Calculer les limites des suites suivantes :

n k3 n )
@Y @Y O fJorw

k 1

Exercice 15.
Méme exercice :

2n+k 1 v
(a )Zn2+k2 (b)ﬁ;wc(n—k)
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(0 fo E(2z) dz

n

@ = ) VF

k=1
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