Correction du TD n°1

Exercice 1

11 suffit ici d"utiliser la définition de A\ B = AN B ainsi que les propriétés de I'union et de
I'intersection (distributivité et passage au complémentaire). C’est simple et élégant!

1) (AUB)NC=(AUB)NC=(AnC)u(BNC)=(A\CQU(B\CQ).

2) (ANB)NC=ANBNC=ANBNCNC=(AnC)n(BNC)=(A\C)NB~\C)
(ANB)NC=ANBNC=(ANC)NnB=(A\C)NB
(ANB)NC=ANBNC=(BNC)nA=(B\ONA.

3) ANB)NC=ANBNC=AN(BNC)=ANBUC=A\(BUQ).

Exercice 2
1) ¢ SiA=E
L'application f est l'identité de #(E) donc elle est a la fois injective et surjective.
e SiA+#E
Ona f(E) = A = f(A) donc f n’est pas injective.

De plus, f(X) = XN A C A pour tout X € Z(E), ce qui montre que E (par exemple)
n’a pas d’antécédent. De ce fait, f n’est pas surjective.

Pour tout X € #(E), on a f(X) C A donc f(X) € Z(A).
Ainsi, f(Z(E)) c Z(A).

e Pour toutY € #(A),alorsY CAdoncYNA =AsoitY = f(Y)etY € f(Z(E)).
Ainsi, Z(A) C f(Z(E)).

e Ceci montre que f(Z(E)) = Z(A).

2)

Soit maintenant Y € Z?(E). On recherche les antécédents de Y par f, c’est-a-dire que
I'on étudie I’équation Y = f(X) = XN A d'inconnue X € Z(E).

e SiY ¢ A, cette équation n’a pas de solution donc f(Y) = 0.

e SiY € Z(A),alors XN A = Y signifie que Y ¢ Xetque X\Y C A, donc que X = YUZ
avecZ € A. Ainsi f(Y) = YU 2 (B).
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Correction du TD n°1

Exercice 3

1) e Si f est injective

Ona f(AUB)=(AN(AUB),BN(AUB))=(A,B) = f(E).
De ce fait, AUB = E.

e SIAUB=E
Soit alors X et Y € Z(E) tels que f(X) = f(Y) : on en déduit que
XNA=YNA et XNB=YNB

d’ou XNA)UXNB)=(YNA)U(YNB)
soit XN (AUB) =Y N (AUB) etdonc X =Y. Ainsi f est injective.

2) e Si f est surjective

Il existe alors X € Z(E) tel que f(X) = (A, 0).
AinsiXNA=AetXNB=0,dout AcXcBetdoncANB =0.
e SiIANB=10
Soit alors (A’,B’) € Z(A) X Z(B):ona
(AUB)NA=(ANA)UANB)=A’

et (A’UB)NB=(A'NB)U(B' NB) =B

car ANB CcANB=10 et A'NBCANB=0
De ce fait, f(A’ UB’) = (A’, B’) et (A’, B’) admet un antécédent par f.
Ainsi f est surjective.

3) D’apres ce qui précede, f est bijective lorsque AUB=E et ANB =0.

Dans ce cas, on a d’apres la question ci-dessus  f! :| 2(A) x Z(B) — Z (E)
X,Y) F— XUY
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